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Compactifications arithmetiques des 
varietes de Hilbert et formes modulaires 
de Hilbert pour ri(c,n) 

Mladen Dimitrov 



Soit F un corps de nombres totalement reel de degre dp, d'anneau des entiers 
0, de differente t) et de discriminant Ap = N^/q(c)). On abregera N — N^/q. 
On se donnc un groupe algebrique D/q, intermediaire entre Gm et RcSq 



connexe : Gm ^ D ^ RgSq Gm- On definit le groupe algebrique Gy'Q (resp. G^q) 

comme le produit fibre de D (resp. Gm) et de ResQ GL2 au-dessus de ResQGm- 
On a le diagramme cartesien suivant : 

Res^ SL2C ^ G*^ ^ G^^ ^ Res^ GL2 

l'^ G,nC *- Res^ G,„, 

oil la fleche v : Rcsq GL2 — > Rcsq Gm est donnee par la norme reduite. 

Le sous-groupe de Borel standard de G^ , son radical unipotcnt et son tore 
maximal standard sont notes B, U et T, respectivement. On pose Ti = Tnker(z/). 

Pour toute Q-algebre R et pour tout groupe algebrique H sur Q, on note Hr 
le groupe de ses i?-points. 

Soit n un ideal de premier a Ai? et ne divisant ni 2, ni 3 et soit c un ideal 
fractionnaire de F, que I'on pent supposer premier a n. Alors le groupe de congru- 
ences r = rf(c,n), defini dans la partie 3, est sans torsion et I'espace de modules 
de varietes abeliennes de Hilbert-Blumenthal correspondant M = Mf (c,n) est un 
Z[j;j^]-scliema, lisse au-dessus de ou A = N(c)n) (voir la partie 4 pour une 

definition precise de I'espace de modules M). 

Get article decrit les compactifications arithmetiques de M et donne quelques 
unes de leurs proprietes. 

Les principales references sont les articles [11] de M. Rapoport et [2] de G.- 
L. Ghai, 011 les compactifications toroi'dales et minimale sont construites pour le 
sous-groupe de congruence principal de niveau N(n), lorsque D — Gm. Par ailleurs, 
Rapoport explique comment on pent obtcnir une compactification partielle de M 
aux pointcs non-ramifiees. La contribution principale de ce travail est qu'il fournit 
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les cartes locales servant a compactifier les pointes ramifiees. Une application 
immediate est le "principe du (/-developpement" en ces pointes ramifiees. 

Les resultats de cet article sent utilises dans un article commun avec J. Tilouine 
[6], oil figurent aussi differentes applications aux formes modulaires de Hilbert. En 
vue de ces applications, il est important de disposer de compactifications toroi'dales 
lisses de M, puisque Ton salt prolonger les fibres automorphes a celles-ci. 

Le groupe auxiliaire D nous permet de traiter simultanement le cas du groupe 
modulaire de Hilbert et celui de sa version etendue, qui sont d'egale importance 
et correspondent a D = Gm et D = Rcsq Gm, respectivement (voir [1]). 

Je remercie tous ceux qui m'ont consacre du temps pour discuter, et en par- 
ticulier Y. Henrio, qui a eu la gentillesse de m'expliquer le theoreme de descente 
formelle de Rapoport, ainsi que A. Abbes, D. Barsky, G. Clic'nevicr, H. Hida, A. 
Mokrane, M. Raynaud et E. Urban. Je voudrais exprimer toute ma gratitude a 
J. Tilouine parce qu'il m'a initie a ce sujet de recherche passionnant et constam- 
ment encourage au cours de la preparation de ce travail. Enfin, je remercie les 
rapporteurs pour leurs remarques intcrcssantes. 

Nous rappelons d'abord brievement la construction generale de varietes semi- 
abeliennes, donnee par D. Mumford dans le cas totalement degenere [10]. Nous 
introduisons cnsuitc la notion de (i?, n)-pointe, version algcbriquc dc la F-pointc. 
Cela nous permet de construire, en suivant [11], les cartes locales, qui seront 
utilisees pour les compactifications toroi'dales arithmetiques. 



1. La construction de Mumford. 

Soit R un anncau excellent, intcgralcment clos, nocthcricn, complot pour la topolo- 
gie /-adique, pour un ideal radiciel / = a/T. Soit K le corps des fractions de R. 

Soit S = Spec(i?), T] son point generique et So = Spec(i?/J) le sous-schema 
ferme defini par I. 

Definition 1.1. Un S-schema en groupes commutatif, lisse et de type fini G 
est dit semi-abelien, si ses fibres geometriques sont des extensions d'une variete 
abelienne par un tore. 

Considerons le tore deploye G = G!^ xS de rang r sur S. Soit b un sous-groupe 
discret polarisable de G^. L'objet de cette section est d'esquisser la construction 
d'un schema semi-abelien G/S, comme "quotient" de G par b. La strategic est la 

suivant e : 

(i) Construire une "compactification" G ^ P telle que Taction de b s'etende 
a P et que b agisse librement et discontinument sur P x So (pour la topologie de 

Zariski). 
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(ii) Suivre les fleches du diagramme : q ( ouvert ^ p , completion ^ 

quotient formel par b | 
ouvert ^ p ^ qj 

algcbrisation 

(iii) Enfin, montrer que G est semi-abelien sur S, independant du choix de P, 
que est abelien, et que Gq = Gq = GJ„ x Sq. 

Periodes et polarisation. Soit a = Z'' le groupe des caracteres de G. Pour 
a e 0, notons X" e H°(G, Og) le caractere associe. Alors de maniere canonique : 

G = Spec(ii[X";aeo]) 



Definition 1.2. Un ensemble de periodes est un sous-groupe b C isomorphe 
all. 

Definition 1.3. Une polarisation pour b est un homomorphisme (j) : b ^ a tel 
que : 

(i) X'^^'^H/S') = X*^P'\l3), pour tout /?,/?' e b, 

(ii) X<^('')(/3) G /, pour tout /3 Gb \{0}. 

Lemme 1.4. Pour toui a G a, ea;i5ie un entier n> 1 avec X"'^(^^+'*(/3) G P 
pour ^oitt /3 Gb. 

Modeles relativement complets. Etant donne un ensemble de periodes b C G,, 
muni d'une polarisation 0, Mumford donne la 

Definition 1.5. Un modele relativement complet de G, par rapport a {b,4>), est 

la donne des elements suivants : 

(a) \Jn schema integre P , localement de type fini sur R, 

(b) Une immersion ouverte i : G ^ P, 

(c) Un faisceau inversible L sur P, 

(d) Une action du tore G sur P et C, notee Sg : P ^ P et S* : C ^ C, pour tout 
point fonctoriel g de G, 

(e) Une action de b sur P et L, notee : P ^ P etT^ : C ^ C, pour tout /3 Gb, 
satisfaisant aux conditions suivantes : 

(i) II existe un ouvert G-invariant U C P de type fini sur S et tel que P = 

UpebTfAU). 

(ii) Pour toute valuation v sur le corps des fonctions rationnelles sur G et qui est 
positive sur R, on a : 

V a du centre sur P pour tout a G a, il existe /3 Gb avec u(X"(/3)X") > 0. 

(iii) Les actions de G et b sur P prolongent leurs actions par translation sur Grj . 

(iv) Les actions de G et b sur L verifient la condition de compatibilite suivante : 
S*T^ = X'^^'^\g)T^S*, pour tout /3 G b ei tout point fonctoriel g de G. 
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(v) £ est ample sur P, au sens que les complements des lieux des zeros des sections 
globales H°(P, n > 1, ferment une base de la topologie de Zariski de P. 

Definition 1.6. Une etoile S de a est un sous-ensemble fini de a tel que G T,, 

E = — S et Ti contient une base de a. 

Soit I'anneau gradue : TZ = YlT=o a € o^- 9^. 

{T*j (c) = c, pour c€ K, 
r^(X") — X"(/3)X", pour a e a, 

Definition 1.7. Soit E une etoile de a; on note R,f,,Y: le sous anneau de TZ en- 
gendre sur R par les elements T|(X"6') pour /3 G b a G E, i.e. ; 

D'apres le lemme 1.4 on peut supposer, quitte a remplacer cj) par que 

On montre alors que Proj(i?0.5]) est un modcle rclativcmcnt complet pour 
G. Comme -R0,e est un anneau gradue engendre par ses elements de degre 1, 
Proj(ii0,E) est muni d'un faisceau tres ample inversible canonique, qui est le 0{1). 

On obtient ainsi le : 

Theoreme 1.8. (Mumford [10]) Soit G un tore deploye sur S, b C Gn un groupe 
de periodes et (f) : b ^ a une polarisation. ^Alors, pour toute etoile E de a, quitte 
a, remplacer (f> par n(j) (n G n ^ 0), P = Proj(i?<^,s), muni de son faisceau 
canonique 0{1), est un modele relativement complet pour G sur S, par rapport d 
(b,20). 

On remarque que Grj = Prj- 

La construction du quotient procede en deux temps : Mumford forme d'abord 
le quotient ^ du complete formel de P le long du bord, par b. Ce quotient est un 
schema formel projectif et de type fini, done s'algebrise en un schema projectif de 
type fini note P. _ „ _ _ _ 

Considerons I'ouvert [jp^^TpiG) C P. Soit B = P - [jp^^Tp{G) le sous- 
schema reduit, et 03 le quotient par b de son complete formel. C'est la completion 
formelle d'un sous-schema reduit B c P. Posons G = P\B. Par construction les 
completions /-adiques de G et G sont canoniquement isomorphes. 

Theoreme 1.9. (Mumford [10]) Le schema G/S est semi-abelien, Gr, est une 

variete abelienne et Gq est un tore deploye de rang r. Le schema G/S ne depend 
que du tore G et du groupe de periodes b, et il est^independant de la fonction de 
polarisation cf) et du modele relativement complet P. La construction de G/S est 
fonctorielle en G/S et en b. 
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2. Construction de VAHB degenerantes. 



On applique la constniction dc Mumford pour construirc dcs varictcs abclicnnes 
de Hilbert-Blumenthal degenerantes. Afin d'eviter des repetitions avec la partie 
2 de [6], nous n'allons donner la definition d'une variete abelienne de Hilbert- 
Blumenthal que dans le cas oii le discriminant Ap du corps F est inversible. 

Definition 2.1. Une variete abelienne de Hilbert-Blumenthal (abrege VAHB) sur 
un Z[-^]-schema S est la donnee d'un schema abelien f : A ^ S de dimension 

relative dp et d'une injection l : o ^ End{A/ S) tels que le faisceau co = f*^\/g 
soit localement libre de rang 1 sur o ® Os, pour la topologie de Zariski. 

Pour tout ideal fractionnaire f de on pose f* = f~^0~^. On a un accouplement 

parfait Tr^/Q : f x f* ^ Z. 

Soit X un ideal fractionnaire de F, muni de sa positivite X+ = X r\{F(S) M)+. 

L'anneau de base S^- Soit R = Z[q^;$^ G X]. 

Soit 5* = Spec(_R) = X* \e tore de groupe de caracteres X. 

Soit E un eventail complet lisse de et soit S ^ Ss, I'immersion torique 
associee. On rappelle qu'elle est obtenue en recoUant, pour a € E, les immersions 
toriqucs affines S ^ Sa = Spec(i?cr), ou Ra = ^ € Xflo-]. Soit Ic complete 
de Sa le long de S^ := Sa\S et S^ le complete de Sj: le long de S^ := Sj:\S. 

Pour ecrire les choses plus explicitement, donnons nous une base de 
a que Ton complete en mic base CiviCd de X*. Soit £,i,..,^d la base clualc dc 
X et posons Zi = q^K Alors R^ = 7j[Zi, .., Zr, Z^_^^^Z^] et S^ est le diviseur a 
croisements normaux de S^ defini par I'equation Zi...Zr = 0. 

On a S^ = Spf(ii^), ou R^ est le complete de R^ en I'ideal principal radiciel 

(Zi • ... • Zr). 

Pour decrire ce complete, on decompose tout n = (ni, .., nj.) G 1^ en (n', n") e 
71 X . Disons qu'une serie de Laurent formelle X^„gz<* ^^■^"^•••■^d'* ^ coeffi- 
cients c„ S Z est (Z\ ■ . . . ■ Z,.)-cnticrc si 

(i) pour tout n", c„',„" = 0, si n' ^ N*", 

(ii) pour tout iJ > 1 on a c„',„" = 0, pour presque tout (n', n") ^ [if, oof x Z'^"''. 
Le complete R^ s'identifie alors a I'ensemble des series X^^g^d CnZ^'^ ...Z^'' qui 

sont {Zi ■ . . . ■ .^r)-entieres. C'est un anneau normal. 

On voit ainsi que R^ est aussi le complete de R^ par rapport a la topologie 
suivante : 

qi^^O ^ Trp/t^i^iC) ^ +0O, V^* € a. (1) 

L'anneau dc base sur lequel nous effectuons la construction dc Mumford ici est 
i?^ Soit 'Sa = Spec(i?^); posons 'S^^ S x'Sa = Spcc(i?;^ ®Ti„ R)- C'est I'ouvert 

So- 

de Sa obtenu en rendant inversible q^ pour tout element ^ de Xnd° (oii (7° designe 
I'interieur du cone dual ct de cr). Soit Sao '■= Sa \ muni de la structure reduite. 
Si a' C CT, on a une fleche Sa' — * Sa- 
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Le tore G. Soit a (=P* dans les notations de Rapoport [11]) un ideal du corps 
de nombres totalement reel F et soit G := (G^ o*) x le 5cr-tore de groupe 
des caracteres a. Explicitement : G = Spec{R^[3i°';a So]). 

L'ensemble des periodes b. Soit b {=N dans les notations de Rapoport [11]) 
un ideal fractionnaire de F, tel que 

ob~^ = c et ab c X 
Pour chaque /? e b on definit un S^-point de G, par le morphisme 

i?^ a€a]^R^ 0^, R, X" ^ 

Ceci definit un homomorphismc o-cquivariant dc 5'°-sclicmas cn groupes 
5 : b — > G„i iS) a* — G, {oii b dcsigne le schema cn groupes constant). 

La polarisation </>. Se donner une polarisation o-lineaire (j> : b ^ a (voir la 
definition 1.3) revient a se donner un element [(p] G c+ = cd {F ^ ^)+- 

La construction de Mumford donne un schema semi-abelien G^ sur Sa- 

Proprietes du schema semi-abelien Ga- 

— La restriction de Ga a 5'° est une VAHB, notee G° . 

— Tout element [0] e c donne une fleche naturelle Gm (8) a* — > Gm b*, d'oti, par 
fonctorialite de la construction, une fleche symetrique (j) de la varictc abclicnnc 
GO = ^ a*)/q{b) vers sa duale (G°)* = (G„ b*)/g(a). Si [0] e c+, alors 
est une polarisation. 

— Par le lemme du serpent, applique a la multiplication par n dans GmfSici*, on 
trouve la n-torsion dc G^ (qui est le sous-schema en groupes reduit, intersection 
des noyaux des multiplications par les elements dc n) au milieu de la suite exacte 

l^(a/na)(l)--G^[n]^n-ib/b^O (2) 

— La restriction dc G^ a 5*^0 est cgalc au tore (G,n®a*) x S'cro- 

— La construction est fonctorielle en les a G E et compatible avec Taction de o ^ , 
i.e. pour tout a' C a et pour tout u G on a des diagrammes cartesiens : 





-^Ga 


Ga- 


^ Gu^a 


\ 


1 


\ 


\ 






Sa- 





3. i?-pointes et (i?, n)-pointes. 

Pour tout ideal f C o on note o^^ le sous-groupe de forme des unites congrues 
a 1 modulo f. On note le groupe des unites totalement positives de o. 
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Pour tout o-reseau L de F"^ notons G+ (L) le stabilisateur de L dans Gq _,_ (pour 
Faction a gauche donnee par 7 • Z = ^7"^, pour tout 7 e Gq et Z e i). On a 



G+(oeO = {7e 'J)|K7)eo^ni)Q} 



Posons r = rf (c,n) = I ^^gG+(o©c*) c € cOn, d = l(modn)|. 

Cette partic ctudic la c;ombinatoire des pointes d'une variete modulaire de 
Hilbert-Blumenthal en niveau rf(c, n) et servira a la construction de cartes lo- 
cales pour les compactifications toroidales. Cette etude a ete deja efFectuee par 
Rapoport en niveau r-°(c,n) ct cn niveau rf(c,n) pour una pointe non-ramifice, 
lorsque n est un entier naturel et D = Gm (voir [11]). Par ailleurs, lorsque = Q, 
I'etude est faite par Deligne et Rapoport [5], en niveau r(n), ct par Katz et Mazur 
[8] en general. 

Soit c un ideal fractionnaire de F, muni de sa de positivite c+ = c n (F ® 
Les objets combinatoires consideres dans cette partie sont inspires par les struc- 
tures de niveau des VAHB : unc VAHB c-polariscc complcxc admct unc iiniformi- 
sation de la forme C/L, ou L est un o-reseau de F"^ tel que A^L = c*. Or, un 
tel reseau s'ecrit L = h® a* , avec a et b deux ideaux fractionnaires de F tels que 
a*b = C*. La /Xn-structure de niveau sur une telle VAHB est donncc alors par un 
homomorphisme injectif de o-modules (3 : n~^£)~^/D~^ ^ n~^L/L. Par ailleurs 
tout o-module projectif de rang 2 est isomorphe a un o-reseau de F^. La definition 
suivante est une variante de celle donnee par Rapoport dans le cas D = Gm : 



Definition 3.1. Une R-pointe C (resp. une classe d'isomorphisme de R-pointes) 
est une classe d'equivalence de sextuplets {a,b,L,i,j,X), ou 

(i) a etb sont deux ideaux fractionnaires de F tels que a*b = c*, 

(ii) L est un o-reseau de tel que Von a une suite exacte o-modules 

^ a* ^ L ^ b ^ 0, 

(iii) A : ApL — > c* est un isomorphisme o-lineaire (polarisation), 

pour la relation d'equivalence suivante : (o, b, L, j, A) et {a' ,b' , L' ,i' , j' , X') sont 
equivalents, si a = a', b = b' (resp. = ^0' et b = ^b' avec ^ G F) et s'il existe 
un diagramme commutatif de o-modules : 

^ a* L — ^ b > 0, 

I I I 

^ a'* L' b' ^ 

oil les fleches verticales sont des isomorphismes et tel que I 'isomorphisme A^L = 
ApL' (deduit de L = L') induise, via A et A', un automorphisme de c* , donne par 
un element de o^_,_ := 0^ fl Dq. 
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L'application qui a une i?-pointe C = {a,b, L,i, j, X) associe I'ideal b est une 
bijection entre I'ensemble des -R-pointes et I'ensemble Ip des ideaux fractionnaires 
de F. En efFet, par (i) la donnee de b determine a = be, et deux suites exactes 
courtes (ii), correspondant au meme ideal b, sont equivalentes, car toutes les deux 
sont scindees. 

La notion d'isomorphisme de i?-pointes correspond alors a celle d'homothetie 
des ideaux. On obtient par passage au quotient un isomorphisme entre les classes 
d'isomorphisme de i?-pointes et le groupe Clp des classes d'ideaux de F. 

Une i?-pointe est determinee par son o-reseau L de F"^ (en efFet, la donnee d'un 
tel reseau determine les ideaux a* := Ln({0} x i^) et b = ca~^, et done la i?,-pointe 
C, a equivalence pres). Le groupe Gq := {7 e Gq |i/(7) € 0^} agit transitivcment 
sur ces reseaux. Le stabilisateur du reseau ® c* dans Gq est egal a G+(o ® c*). 
De plus, deux reseaux L et L' donnent la meme i?-pointe C, si et seulement s'ils 
sont dans la meme Tzt/Q-orbite. Le diagramme commutatif suivant, traduit la 
correspondance entre les i?-pointes et les pointes classiques dans ¥^{F) pour le 
sous-groupe de congruence G+ (0 ® c* ) 



If ^ i?-pointes T^Uq \ G^/G+(o ® c*) ^ G+(o c*) \ - {0}/o>< 

C\f^ J?-pointes/isom. Bq\G^/G+{o © c*) ^ G+(o © c*)\V\F), 

ou pour tout 7 = ^) ^ double classe Sq7~^G+(o © c*) s'envoie d'une 

part sur la pointe classique G+(o © c*)70o et d'autre part sur I'ideal b = ao + cc* 

(voir [6] Lemme 1.7). 

Definition 3.2. (i) Une {R,n)-pointe C (resp. une classe d'isomorphisme de 
{R,n) -pointes) est la donnee d'une classe d'equivalence de paires formees d'un 
sextuplet {a,b,L,i,j,X) (comme dans la definition 3.1) et d'un morphisme injectif 
de -modules 



pour la relation d'equivalence suivante: 

C est equivalent a. C , s'il existe un isomorphisme de o-modules L = L' induisant 
une egalite (resp. un isomorphisme) des R-pointes sous-jacentes et dont la reduction 
modulo n rend le diagramme suivant commutatif : 




-^L'/V. 



On associe a C I'ideal fractionnaire b' D b tel que b'/b = j{hn{/3)). 

(ii) Une {R,n)-pointe est dite non-ramifiee lorsque la fleche [3 : n~^^~^ ^ 
n~^L/L se Jactorise par la fleche naturelle n~^a*/o* ^ n~^L/L (ou si de maniere 
equivalente b' = b). 
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(iii) Soit une (R,n)-pointe C et soit n I'exposant du groupe b'/b. Une (i?, n)- 
pointe C est dite appartenir d la meme {R,n)-composante que C (resp. d une 
{R,n)-composante isom,orphe), s'il existe a € (Z/n)^ et un isomorphisme de o- 
modules L = L' induisant une egalite (resp. un isomorphisme) des R-pointes 
sous-jacentes et dont la reduction ip modulo n fait commuter le diagramme suivant 



n-'L/L n-^L/L n-^L'/L', 




ou lafleche ip est un automorphisme o-lineaire de n~^L/L, induisant I'identite sur 
n~^o*/o* et la multiplication par a sur n~^b/b. 

Soit Hi) tcl que o = n + y^c. On munit la i?-pointe Lq = o ® c* dc la struc- 
ture de niveau /3o : n~^£)~^/J)~-^ n~^c*/c* ^ n~^Lo/-^o- Le groupe Gq agit 
transitivement sur ces reseaux munis de structures de niveau et le stabilisateur de 
(Lo,/5o) est r. De plus, deux reseaux L et L' donnent la meme i?-pointe C, si et 
seulement s'ils sont dans la meme Tzt/Q-orbite. D'ou le diagramme suivant : 

(-R, n)— pointes — - — Tz?7q \ Gq/F. 
[R, n)— pointes/isom. — - — > Bq \ GR/T 



Proposition 3.3. 

Soit une {R,n)-pointe C, donnee par TzUq'y~^r , 7 = ^) ^ 

(i) L'ideal b, correspondant d la R-pointe sous-jacente a C est donne par ao + cc* 
et sa classe ne depend que de la classe d 'isomorphisme de la pointe C. 

Quitte a changer 7, en le multipliant par un element de Uq, ce qui ne change 
pas sa classe double, on suppose que 7 S GqD ^^^^ ''^^''1 ^ . Sous cette hypothese: 

(ii) La structure de niveau de C est donnee par /3 : n~^'{)~^ /'{)~^ (vocmd) ^-ij^jj^^ 
oil L =b<S) a* , avec a — be. 

(iii) L'ideal b' de la definition 'i.2(i) est contenu dans n^^b et sa classe ne depend 
que de la classe d 'isomorphisme de la pointe C. De plus b' = ao + c(cn)*. La pointe 
C est non-ramifiee, si et seulement si, c e nfacD. 

(iv) Le groupe d'automorphismes de la {R, n)-pointe C est egal a 7~^r7 n Bq. La 
suite exacte 1— >?7— >T^1, donne une suite exacte : 



0^ X* ^j-'^TjnBr 
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ou X = ebb' et 0^ = {{u,e) e o"" X 0^^ \ u - 1 e nb'b'\ we-lebb'"^}. 
En particulier, on a o^.^^ := n Ti = {m G o'^lu G (1 + bb'~^) n (1 +nb'b~^)}. 

(v) L'ensemble des {R,n)-pointes est fibre au-dessus de Ip- La fibre de I'ideal b 
est isomorphe a {G+ {b (S a*) nTzUQ)\G+ {b® a*)/'y-^r^, oua=bc, L=b®a*. 
Elle s'identifi,6 avec l'ensemble : 

{n-'L/LU^/{ ("q' |u g o^e G o^,+ ,r e (cb^)*}, 

oil (n~^L/i)priin designe l'ensemble des vecteurs primitifs du o/n-modulen~^L/L, 
et son cardinal est egal d ^ #(o/bb'~^)^#(o/nb'b~^)^/[(o^ x o^_^) : o^]. 

(vi) L'ensemble des {R,n)- compos antes est fibre au-dessus de Ip- La fibre de 
I'ideal b s'identifie avec l'ensemble : 

(n-iL/L)p™„/{ (^"o' h e o^e G oS+,a G (Z/r^)^r e (cb^)*} 

qui est de cardinal J2 #(o/bb'"^) ^ #(o/nb'b"^)^/#(Z /n)^ [(o^ x o^+) : 0^], 
ou n est egal a I'exposant du groupe b'/b. De plus 

0^ = {(u,e) G 0^ X 0^+ I u-lGnb'b"\ ue G (Z/n)^ + bb'"^}, 



o|^={uGo^ I wG (l+nb'b"')n((Z/n)^ +bfa' ')}. 



Demonstration : (i) La i?-pointe sous-jacente a C correspond a la classe double 

TzUq'y~^G'^{o © c*) et done a la G^{o c*)-pointe 700 = ^ . Par le diagramme 

qui precede la definition 3.2 la ii-pointe C correspond a I'ideal b = ao + cx*. 

(ii)(iii) La structure de niveau p de L est obtenue en faisant agir 7^^ sur la 
structure de niveau /3o de Lq. Or, par le choix que nous avons fait de 7, on a 

Lo7 = b ® a* = L ct done /? : n-^^-^ /l}-^ ^""^"^ b'/b n-iaVo* ^ xy-^L/L. 
La pointe est done non-ramifiee si, et seulement, si cyoTi~^f~^ C b, i.e. c G nbcO. 
Enfin b' = b + cyof ~^n~^ = ao + cc* + cc*n~^ = ao + c(cn)*. L'independance des 

classes de b et b' dccoulc du Icmmc 1.7 dc [6] . 

(iv) Pour le calcul du groupo d'automorphismes 7~"'^r7n-BQ dc la (i?, n)-pointe 

C. „„ rem.„,„o c. fo.mo d„ m,..rice, ('« .voc . . .J,, 

^* G (cb^)* (c'est la forme generale d'un automorphisme de la i?-pointe sous- 
jacente) qui respectent en plus la structure de niveau /3. Ceci equivaut au systeme 

('(ue- l)cG nbc5 

\(u-l)rf-e-iC6cencOa* = nb-^ ' ^' 

En posant u = e = 1 on retrouve que X* est forme des ^* G c~^nb~^ fl (cb^)* = 
(cb)*((c(m*)-i n b"^) = (ebb')*, i.e. X = ebb'. 
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Pour le calcul de on remarque que la premiere condition de (3) equivaut a 
ue— 1 e c~^nbc?)no = b(c(cn)*~^ nb~^) = bb'~ . La deuxieme condition equivaut 
hu-le d"^(nfa~^+c(cb^)*) = (db)"^nb'b"\ Par ailleurs u - 1 € o C c"^nb'cO = 
(c(bc)*)-inb'b~\ Comme (db)-^ n (c(bc)*)-i = (db + c(bc)*)-i = o, par le choix 
de 7, on en deduit que la deuxieme condition de (3) equivaut a w — 1 e nb'b~^. 

Notons que pour tout u e , Ce e c-i(nb"^ +d(bb'"Mnb'b"^)) C (cbb')* + 
rfb((cb2)* n (ncb'^)*) C (ebb')* + (cb^)* n (ncb'^)*, ct cc dernier est un ideal inclus 
(parfois strictement!) dans (cb^)* (voir I'exemple a la fin de I'article). 

(v)(vi) Comme 7 transforme c* en b 0* et 7~^G+(o 9 c*)7 = G+(b a*), 
la fibre de I'idcal b est isomorphe a {G+{b ® a*) n TzUQ)\G+{b ® a*)/7-ir7, 
L'ensemble G+(b © a*)/7~^r7 s'identifie avec celui des vecteurs primitifs du o/n- 
module n~^L/L. Le calcul du cardinal de la fibre se fait en analysant la condition 
sous laquellc deux vecteurs primitifs correspondent a la meme {R, n)-pointe. La 
demonstration du (vi) est tout a fait analogue. 

Comme par definition no C bb'~^ C 0, l'ensemble (Z /n)^ + bb'~^ est bien une 
reunion de classes de 0, modulo I'idcal cnticr bb' ^ Notons que [0^ : 0^] divise 
#(Z/n)^ et le quotient represente le nombre de (i?, n)-pointes dans la (i?, n)- 
composante C. □ 
Exemple 3.4. On pose c = (polarisation principale) et G = G* (o^_^ = {'^})■ 

(i) Si F = Q, n = pZ, avec p un nombre premier, on a p—1 {R,n)-pointes, 
au-dessus de la R-pointe 00 (b = 2,), dont 

— (p— 1)/2 non-ramifiees, avec b' = Z et 0^ = 0^ = {1}. Chacune de ces 
pointes est seule dans sa {R,x\)- compos ante. 

— {p—l)/2 ramifiees, avec b' = p~^ Z et 0^ = {±1} D 0^ = {1}, contenues 
dans une seule {R,n)- compos ante. 

(ii) Si n = p^, avec p un ideal premier de de degre residuel 1 (N(p) = p, a,vec p 
un nombre premier), on a 3 types de {R,n) -pointes, au-dessus de la R-pointe 00 
(b = 0) : 

— si b' = , on a n = 1, 0^ = 0^ = 0^2, et done on a p{p—l)/[o^ : 0^2] pointes 
non-ramifiees, chacune seule dans sa {R,n)-composante. 

— sib' = p~^, on a n = p, 0^ = 0^ = Op > et done on a (p-l)^/[o^ : Op] 
pointes peu ramifiees, partagees par groupes de (p—1), en {p—l)/[o^ : Op ] (-R, n)- 
composantes. 

— sib' = p^'^, on an = p^ , 0^ = 0^ , 0^ = 0^2, et done on a p(p— l)/[o^ : 0^2] 
pointes tres ramifiees, contenus dans une seule {R,n)-com.posante. 

(iii) Si n = p, avec p un ideal premier de de degre residuel 2 (N(p) = p^ , avec p 
un nombre premier), on a 2 types de {R,n) -pointes, au-dessus de la R-pointe 00 
(b = 0) : 

— si b' = 0, on a n = 1, 0^ = 0^ = Op , et done on a (p^ — l)/[o^ : Op ] pointes 
non-ramifiees, chacune seule dans sa {R,n)-composante. 

— sib' = p~^, on a n = p, 0^ = Op 0^ = {u G o^\uP — u £ p}, et done on a 
(p^ — l)/[o^ : Op ] pointes peu ramifiees, partagees par groupes de (p— l)/[o^ • "p 
en (p+l)/[o^ : 0^] {R,n)-composantes. 
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4. Construction des cartes locales. 

Soit c un ideal de F, muni de sa positivite naturelle c+ = c fl (i^ (3 + . Posons 

A = Af N(n) = N(t)n). Nous identifions Ti x £) et T par (m, e) ^ 

On on considerc Ic foncteur contravariant (rcsp. Al) dc la categoric des 
Z[ j^^]-schemas vers cellc des ensembles, qui a un schema S associe rensemble 

des classes d'isomorphisme de quadruplets {A,L, X,a)/S (resp. [A, L,X,a) / S), oii 
{A,i) est une VAHB (voir [6] Def.2.2), A est une c-polarisation sur A (resp. A 
est ime classe de c-polarisations; voir [6] Def.2.3), et a : (o/n)(l) ^ A\n\ est une 
/^n-structure de niveau (voir [6] Def.2.5). 

Le foncteur M} est representable par un Z[jq^]-schema quasi-projectif, nor- 
mal, geometriquement connexe Al^ de dimension dp, qui est lisse au-dessus de 
et muni d'un quadruplet universel {A,i,\,a) (voir [6] Thm.4.1). 

Le foncteur M admet un schema de modules grossier M sur Z[j;j^] quasi- 
projectif, normal, geometriquement connexe et lisse au-dessus de (voir [6] 
Cor.4.2). 

Le schema M est le quotient de par le groupe fini o^_,_/(o]^_,_ fl o^^) qui 
agit proprement et librement par [e] : {A, t,X,a)/S {A, l, eX, a)/S. 

Le but de cette partie est dc munir les VAHB construites dans la partie 2 
de differentes /Zn-structures dc niveau, et ainsi fournir les cartes locales servant a 
compactifier la variete modulaire de Hilbcrt M . 

A chaquc (i?, n)-composante C, on pent associer par la Def.3.2 et la Prop. 3. 3 des 
ideaux b, b' ci X = ebb', un cntier n egal a I'exposant du groupe b'/b, des groupes 
d'unitcs 0?, o-J, o^^, et des sous-groupes He = o^/Or, Hqs = "^i/^ci '^^ 
groupe (Z/nZ)^ (ces objets sont a priori associes a une (i?, n)-pointe, mais sont 
constants au sein d'une (i?, n)-composante). 

Soit une (_R, n)-composante C et considerons le tore S = Sc = G„i ®X* . Soit Yp 
un eventail complet de X^. Soit a ^Tp . La construction de la partie precedente, 
appliquee a {X, a, b), nous donne alors un schema semi-abelien GajSa, muni d'une 
action de o ct dont la restriction a /S*" est unc VAHB c-polarisee. 

En appliquant une deuxieme fois la construction de la partie precedente, cette 
fois a (X, a, b'), on obtient un schema semi-abelien G'^jSa-, muni d'une action de o 
et dont la restriction G'^ / S'^^ est une VAHB c' = ab'~^-polarisce. Par fonctorialite 
on a une fleche G,^ ^ G'^, dont la restriction G° G'^ est une isogenic. On en 
deduit la suite exacte : 

0^b7b^G°[n]^G'J'[n]^L (4) 

Considerons d'abord le cas oii C est non-ramifiee. On a alors b = b' et done 
AT = ab. La variete abelienne G^ associee a une {R, n)-composante non-ramifiee est 
naturellement munie d'une /Zn-structure de niveau (o/n)(l) = (a/na)(l) ^ G°[n], 
oil la premiere fleche vient de I'isomorphisme f3 : n~^d~^ = n~^a*/a* et la 
deuxieme du (2). 
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Passons maintenant au cas ou C est ramifiee. Afin de munir d'une iJ,„- 
structure de niveau, on doit : 

— choisir un relevement de b'/b dans ini(/J) (appele uniformisation de C), 

— se placer dans ce cas au-dessus de Spec(Z[j;j^, (c]), ou Cc designe une racine 
de I'unite d'ordre egal a I'exposant n du groupe abelien b'/b. 

Au-dessus de Spec(Z[jj^, Cc]) on a un isomorphisme canonique b*/b'* = 
(b'/b)(l), d'oii une jUn-structure de niveau sur : 

(o/n)(l) ^ (o/no)(l) X (bVb'*)(l) ^ (a/no)(l) x b'/b ^""^^ GO[n], 
oil la premiere inclusion vient de la fleche /3 : n~^Z)~^/i)~^ n~^a*/a* x b'/b. 

Proposition 4.1. (i) Pour toute {R,n)-composante uniformisee C et pour tout 
cone (J €iYf la construction ci-dessus donne un carre cartesien : 

GO xSpec(Z[j^,Cc]) ^ A 

_ i i . 

5° xSpec(Z[j^,Cc]) ^ Ml 

(ii) Changer I 'uniformisation de la pointe C revient a se donner un element 
X e (ab)*/(ob')* = Hoin(b'/b, n~ia*/a*) et correspond done a I'automorphisme de 

5° X Spec(Z[jj^,Cc]) qui envoie sur g ab'). 

(iii) Soient Ci, C2 deux {R,n)-com.pos antes uniformisees et soient deux cones 
Gi C X*-g^, i = 1,2. Supposons qu'il existe 

— un isomorphisme de {R,n)-composantes C\ = C2 (d'ou ^ e tel que a2 = 
S^al, b2 = ^bi et X| = £,'^X^) induisant sur c* (via les polarisations de L et L'), 
la multiplication par une unite e G o^_^_, 

— des elements {u, e) e 0^^ = 0^^ ethG He, tels que a2 = u^e^^ai et Qc^ = Cci • 

Alors, on a un isomorphisme S%^xSpec{'L[-^ Xci]) = S°^'xSpec{Z[-^,Cc2]) 
qui complete les deux fleches S^. x Spec(Z[|j^, CcJ) — > M (i = 1,2) du (i) en un 
triangle commutatif. 

Le (i) et (ii) decoulent de ce qui precede. Le (iii) utilise la fonctorialite de la 
construction de G° en a et sa compatibilite avec Faction de 0^ (voir fin de la 
partie 2 et la Prop.3.3(iv)). □ 

Avant de decrire la construction des compactifications toroi'dales arithmetiques, 
on doit la preparer. C'est I'objet des deux parties suivantes. 
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5. Un theoreme de descente formelle de 

Rapoport. 

La construction d'une compactification toroi'dale pent etre vue comme I'ajout d'un 
bord a M. On a un schema formel de type fini candidat pour ce bord, a savoir 
r analogue algebrique de : 

[] (cx®(cf)b')*)^^K- 

pointes C/~ 

Lc but dc ccttc partic est dc donncr un critcrc abstrait, trouvc par Rapoport 
[11], pour resoudre le probleme de "Descente Formelle" , en I'occurrence, le probleme 
d'existence et unicite du schema recollement Y d'un ouvert et d'un schema 
formel X : Y^ ^ Y ^ X. II repose en partie sur un critere d'immersion ouverte 
de Rapoport dont on rappellera I'enonce. 

Le probleme de Descente Formelle sera en fait d'abord pose dans la categoric 
des espaccs algcbriqucs. On vcrra dans la partie 7 que les conditions d'application 
du critere sont satisfaites dans notre cas. 

Dans cette partie V designera un anneau de valuation discrete complet, de 
corps des fractions K et de corps residuel k. S designe un F-schema. 

Soit AfF /S* la categoric des 5-schcmas affincs, munie de la topologie etale. Un 
faisceau d'ensembles sur Aff /S s'appelle un ^-espace. 

Definition 5.1. Une relation d'equivalence etale sur un S-schema Ui est donnee 

par une immersion fermee quasi- compacte U2 Ui Xg Ui de S-schemas dont les 
deux projections sont etales et qui definit une relation d'equivalence : pour tout 
Y G Aff /S, U2iY) f^i(^) Xs(r) U\{Y) est une relation d'equivalence. 

Un S-espace algebrique est un S-espace qui est quotient d'un schema Ui, appele 
un atlas etale, par une relation d'equivalence etale. 

L'ensemble Alg / S des S'-espaces algebriques muni des fleches de S'-espaces 
forme une categorie. On definit de meme pour un schema formel la categoric 
des 5^-espaces algebriques formels, notee Fovm/S^. 

Definition 5.2. Soit f : ^ X un morphisme dans Form/S"^. On dit que f 
est un eclatement admissible de X si f est un eclatement 3c' ^ 3c dans Form/5^, 

par rapport a un ideal qui contient une puissance de I'ideal de definition de X. 

La categorie des espaces rigides Rig/S' est la categorie localisee de Form / 5, 
par rapport aux eclatements admissibles. 

Definition 5.3. Un epaississement de {K,V) est un couple (iJ, i?*^"^) tel que : 

— R est un anneau local artinien de corps residuel K. On note Ry I'image 
reciproque de V dans R. 
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- cRv C R est un sous-anneau noetherien tel que le morphisme R^^^ 

V soit surjectif et la localisation de R^^^ au point generique de V soit egale a R 
(c'est a dire R est le localise de R^°^ en J = ker(ii(°) y)j. 

Soit TT un clement de R'^'^^ qui se projettc sur unc uniformisantc de V . Pour 
tout i > 1 on pose = [^] . Mors i?(o) C R''^'^ C ... C Rv ct U,i?(') = Ry. 

On a Sprig(i^) = Spf(y)rig et Sprig(i?) := Spf(i?(o))rig (= Spf(i?(*))rig), car 
Spf est obtenu par eclatement (admissible) de Spf(ii(°)), par rapport a I'ideal 
(tt*) + J (car J est nilpotent). 

Exemple 5.4. Soit I'anneau local artinien R = K[t]/{t'^). Le sous-anneau Rv = 

V + K ■ t n'est pas noetherien. Considerons le sous-anneau noetherien R^°^ = 
y[t]/(t2). Alors (i?,i?(°)) est un epaississement de {K,V). On a R^'^ = V + V-^ 
et done UjiJ^') = Ry 

A toute fleche /rig : Xrig 2)rig on peut associer un modele formel / : X — > 2), 
defini a eclatement admissible pres. 

Definition 5.5. /rig est une immersion ouverte, s'il existe un modele formel f 
qui est une immersion ouverte. 

M. Rapoport a demontrc le critcre d'immersion ouverte suivant, qui est utilise 
pour demontrer le resultat de recollement abstrait que Ton a en vue. 

Theoreme 5.6. (Thcorcme 3.15 de [11]) /rig est une immersion ouverte, si et 

seulement si, les deux conditions suivantes sont satisfaites : 

fri 

(i) rig Pour tout corps K , discretement value, rapplicationlloui{Spng{K),Xng) 
Hom(Sprig(ii'),2)rig) est infective. 

(ii) rig Pour tout epaississement {R,R^^^) de {K,V) on peut completer de fagon 
unique le diagramme commutatif suivant : gp • (K) ^ X • 

Sprig(i?) -2)rig 

Remarque 5.7. L'annea,u V etant principal, il n'adm,et pas d'eclatements admis- 
sibles. La condition (i)rig peut s'ecrire done Honi(Spf (V"), X) ^ Hom(Spf (y), 2)), 
alors que le diagramme dans la condition (ii)rig devient (pour i assez grand) : 

Spf (v^) 5 X 

Spf(i?(o)) ^ Spf(i?(^)) ^ 2) 



Soit S un schema affine, de type fini sur le spectre d'un corps ou d'un anneau 
de Dedekind excellent (pour les applications aux compactifications toroi'dales, il 
sufBt de prendre S de type fini sur Z). 
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Soit A un anneau noetherien complet pour la topologie /-adique, definie par 
un ideal I c A. Soit it = Spf (A) le schema formel affine correspondant. Posons 
U = Spec(A), Uo = Spec{A/I)=Vdme de iletW = U\Uo. 

Lemme 5.8. (EGA III.5) SoitY un espace algebrique de typefini sur S etYo CY 
un sous-espace ferme. On suppose que U — Spec{A) est un S-schema et on se 
donne un S -morphisme formel adique f : il ^ ^|vo- 

Alors, il existe un unique morphisme f : U ^Y dont le complete formel est f . 

Definition 5.9. Un morphisme : Spec(i^) — > sera dit permis, s'il vient 
(via le lemme 5.8) d'un morphisme formel de type fini g : Spf(y) — > il. 

Plus generalement (si U est un S-schema). un morphisme f^:U^^ Y^ dans 
un espace algebrique de type fini sur S sera dit permis, s'il existe une immer- 
sion ouverte de Y^ dans un S-espace algebrique propre Y , telle que : pour tout 
m,orphism,e permis Spcc(ii') I'unique extension a Spec(y) du morphisme 

compose Spcc(/'ir) Y, envoie le point special dans Y\Y^. 

Un morphisme f'^, provenant par restriction d'un morphisme f : U Y, est 
permis, s'il existe un morphisme formel f : it — > 2) = F|yo qui fait commuter le 

diagramme suivant : ^ ^ ^ 

I / I 

\ fO \ 

En d'autres termes, un morphisme est permis s'il "envoie le bord sur le bord" . 

Definition 5.10. Soit X un S-espace algebrique formel, separe et de type fini. 
Un decoupage de X est la donnee : 

— d'un atlas affine it2 = Spf (^2) =^ ili = Spf (Ai) X, et 

— d'un espace algebrique y° de type fini sur S, tel que les deux composes suiv- 

^0 

ants soient egaux : Ul^U\^Y°, oil Ui = Spcc(^i) et U2 = Spec(A2) et les 

fleches U2 ^ Ui viennent, via le lemme 5.8, des fleches it2 =1 iti. 

Le decoupage est dit effectif s'il existe un S-espace algebrique de type fini Y, 
une immersion ouverte j : ^ Y et un isomorphisme !^ : X ^ 2), om 2) est 
le complete formel de Y le long de Y\Y^, tels que le morphisme f : Ui Y, 
venant (via le lemme 5.8) du morphisme f : ili — > 3£ ^ 2), induise f^:U^^ Y^ 
surUlcUi. 

il2=|:ili ^^^2) 

1 1,1 

U2 =^ Ui > Y 
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Theoreme 5.11. (Theoreme 3.5 de [11]) Soit un decoupage. On suppose : 

— U\ est schematiquement dense dans Ui (i.e. Ojj^ ^ ^jjo)- 

— F° est compactifiable (i.e. il existe une S -immersion ouverte ^ Y* avec 
Y* propre sur S). 

— Le morphisme ^ y° est permis. 

— Pour tout anneau de valuation discrete complet V , de corps des fractions K : 

(i')rig la suite ?72(-^)permis ^ C^l (-f^^) permis ^ Y°{K)permis est eXttCtc, ct 

(ii')rig pour tout epaississement {R, R^^^) de {K, V) on peut completer de fagon 
unique le diagramme commutatif suivant : Spcc(K) f/o ■ 



^ / -r^N permis 

Spec(ii) > yo 



Alors le decoupage est effectif. 



6. La construction de Raynaud. 

Pour pouvoir verifier les conditions (i')rig et (ii')rig ei-dessus dans la situation oii 
I'ouvert y° est Fespace de modules et le schema formel X est celui donne par 
les cartes locales de la proposition 4.1, on a besoin de la construction suivante 
(donnee par Raynaud dans [12] et reprise par Rapoport dans le cas d'une VAHB 
[11]). II est a noter que Ton a besoin de cette construction non seulement sur un 
corps mais aussi sur im epaississement artinien, auquel cas I'argument donne par 
Raynaud reste valable. 

Soit V un anneau de valuation discrete complet de corps des fractions K, et 
soit (i?, i?(°)) un epaississement de {K,V). 

Definition 6.1. Une variete abelienne A sur R (resp. sur K) est dite a reduction 
semi-stable (deployee) s'il existe un schema en groupes lisse sur pour un 

certain i > 0, (resp. sur V), prolongeant A et dont la fibre speciale est une 
extension d'une variete abelienne par un tore (deploy e). 

Pour des raisons de dimension, si une VAHB sur R (ou sur K) est a mauvaise 
reduction semi-stable deployee, alors la fibre speciale est un tore deploye. Dans ce 
cas la description rigide-analytique de Raynaud devient : 

Theoreme 6.2. (Raynaud) Soit A une VAHB sur R (ou sur K) a mauvaise 
reduction semi- stable deployee. Alors : 

^rig = (Gm (ElCl )rig/&rigj 

oil a etb sont des ideaux de F. De plus : 

— on a une suite exacte — > (a/na)(l) — > A[n] — > n~^b/b — > 0, 
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— la forme bilineaire ( , ) : a x b ^ Val(K) = Z (a,/3) i-^ val(X"(/3)) verifie 
{aa,(i) = {a, a/3) pour tout a G o, et done definit un unique element ^* e (ab)*, d 

pres et a I'action de pres, 

— le cone positif des polarisations sur A, V{A) c Syin„(A,A*) = ab"^ est 
obtenu comme produit de I'unique positivite sur ab pour laquelle ^* > et de la 
positivite naturelle sur h~^. 



7. Compactifications toroidales 
arithmetiques. 

Construction des compactifications toroi'dales. 

Definition 7.1. Un eventail T-admissible S = (E'')c est la donnee pour chaque 
{R^n)- compos ante C d'un eventail complet de X*^, stable par et contenant 
un nombre fini d' elements modulo cette action, de sorte que les donnees soient 
compatibles aux isomorphismes de {R,n)-composantes C = C'. 

Void I'analogue du resultat principal de I'article [11] dans le cas de groupe de 
niveau T (on rappelle que T est sans torsion). 

Theorems 7.2. Soit E = {T,'^}c un eventail T-admissible. 

(i) II existe une immersion ouverte j : ^ de Spec(Z[jq^] )-sc/iema5 et 
un isomorphisme de schemas formels 

(-R,n)— composantcs/~ 

(ou est le complete formel de le long de sa partie a I'infini), tels que 

pour toute {R,n)-composante C et pour tout a & YF on a la propriete suiv- 
ante: I'image reciproque de la VAHB universelle sur par le m,orphisme X 
Spec(Z[jq^, ^c]) (deduit par le lemme 5.8 du morphisme formel x 

Spec(Z[j;j^, ^c]) construit d I'aide de (p), soit la VAHB c-polarisee avec 

^„-structure de niveau x Spec(Z[|j^, ^c]) sur x Spec(Z[|j^, Cc]) constru- 
ite dans la proposition A.l(i). Le couple {j,(p) est unique, d unique isomorphisme 
pres. 

(a) II existe une immersion ouverte j : M ^ My, de S\)ec{'L['^^^])- schemas et 
un isomorphisme de schemas formels 

V ■■ n (S^cK) X Spec(Z[^,Cd^^) ^ M^. 

(-R,n) — composantes/~ 

Demonstration : (i) II y a un nombre fini de (i?, n)-composantes C modulo 
isomorphisme. Soit {erf} un ensemble fini de representants des cones de I'eventail 
T,^, modulo Taction de o^^. 
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Considcrons Ic schema formcl afBnc ili := ]J ]J5'^c x Spcc(Z [ j Cc])- H <3st 

de type fini sur Z ct muni d'un morphisme ctalc ("immersions toroidalcs" et quo- 
tient etale par le groupe -ffc.i) dans X := ]J (^t,c/'^c,i) ^ ^P^^C^In^'Cc]^'^'^)- 

c/~ 

Posons C7i = U USaC X Spec(Z[jj^,Cc]). 

C/- j * ^ ^ 

D'aprcs la proposition 4.1(i) on a un morphisme f'^ : U\ ^ , qui est 
permis, car toute variete abehenne obtenue comme image reciproque, par un 
morphisme permis Spec(ii') S'^c x Spec(Z[j;j^, ^c]), de la variete abehenne 

X Spec(Z[j^^, ^c]) est a mauvaise reduction d'apres la partie 2. 

Posons II2 := ili x^ili — Spf(A2) ct U2 = Spcc(A2). Lcs deux flcchcs com- 
posees U2 ^ sont egales par compatibilite de la construction de Mum- 

ford avec les inclusions a' C a, avec Faction de 0^ ^ et avec Taction de Hc,i 
(appliquer la proposition 4.1(iii) dans le cas D = Gm). 

Verifions la condition (i')rig du theoreme 5.11 : 

Soient 5? , ^2 • Spec{K) — > Ul deux morphismes permis avec f^ogi = /° ° 52- 
Chaque morphisme Qj se factorise par un certain S^. x Spec(Z[j|^, ^Cj]), oil 
c 

Gj dcsignc un dcs cr^ ^ ct determine ainsi : 

— une (i?, n)-composante Cj (a laquelle sont attaches des objcts a^, bj, b^, Xj, f3j), 

— une racine de I'unite C,^^ € K, d'ordre I'exposant Uj du groupe b^/b^, 

— un cone cjj de Tpi et un morphisme V'j : R^j ~^ ^> d'oii un element G ajOXj, 

determine par la propriete suivante : pour tout ^ G aj (1 Xj on a ya\{tpj{q^)) = 

TrF/Q(e?;). 

Le morphisme permis /'^ o g'^j fournit une VAHB A sur K munie d'une c- 
polarisation et /Ltn-structure de niveau, a mauvaise reduction semi-stable deployee. 

L'uniformisation de Raynaud- Tate de la VAHB A, decrite dans la partie 6, 
donne alors : 

— deux idcaux a et b, tcls que ^rig = (Gm <8)a*)rig/brig et c = Syin^{A, A'^) = 
ab~^ (ceci nous donne une i?-pointc C, bien definie modulo isomorphisme) . Comme 
la construction de Mumford et celle de Raynaud sont inverses I'une a I'autre (i.e. 
le 1-motif associe par Raynaud a la VAHB sur K construite par Mumford est le 
1-motif du depart), les i?,-pointcs sous-jacentes de Ci et C2 sont isomorphos a C. 

— une suite exacte : (a/na)(l) ^ A[n] — > n^^b/b 0. Ainsi, la /in- 
structure de niveau sur A determine-t-clle bien une une (i?, n)-composante C au- 
dessus de la i?-pointe C et une racine de I'unite Cc ■ De nouveau par compatibilite 
de la construction de Mumford et celle de Raynaud on deduit que (ci et sont 
conjuguees sous i?c,i et que les {R, n)-composantes Ci et C2 sont isomorphes, et 
done egales, car elles vivent dans un ensemble de representants modulo isomor- 
phisme. 

— un element ^* e (ab)^ bien defini modulo o^;^. Un derniere fois par com- 
patibilite des constructions de Mumford et de Raynaud, on trouve que Q G ai et 
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^2 S (^2 sont dans la meme j^-orbite. Par consequent ^J" = ^2 ^t, par exemple 

(J\ C (T2- _ 

On en deduit qu'il existe un morphisme permis : Spec(_K') — > U'l tel que 
9i—Pi° 6t 52 — 1 cc qui tcrminc la verification du (i')rig- 

Verifions la condition (ii')rig du theoreme 5.11 : 

Lcs morphismes permis Spec(if ) U\ et Spec(i?) nous donncnt deux 

VAHB A/K et A' /R a mauvaise reduction, avec A = A' xrK. Comme dans la 
verification de (i')rig, la fleche Spec(i4r) U\ determine les des donnes combina- 
toires C = (a, b, X, (3), CcC G Par la theorie de Raynaud-Tate A et A' admet- 
tent des uniformisation rigides analytiques A^ig = (Gm (8)CJ*)rig/farig (compatibilite 
entre la construction de Mumford et celle de Raynaud) et A'^^^ = (Gm <8)a'*)rig/b^g. 
Comme A^g = A'^.-^ K, on en deduit que Ton peut prendre a = a', b = b', 
Cc = Cc' et e=r,d'ou Ic (ii')rig. 

Nous sommes maintenant en mcsure d'appliquer le theoreme 5.11 qui nous 
donne le couple cherche {j,(p), dont on admet I'unicite. 

(ii) Comme T,^ est stable par 0^ (et non-seulemcnt par o^i), le groupe fini 
n 0^^) du revetement galoisien etale M agit proprement et 

librement sur et la construction du (i) passe au quotient. La fleche — > Me 
est encore etale. □ 

Remarque 7.3. Soit T, = (E'')t,gXF, ou pour tout ideal b, E'' est un eventail 0^- 

admissible de (cb^)*^. On aurait pu tenter de definir Ms comme la normalisation 
dans M de la compactification de Rapoport M(c)s de Vespace de modules M(c). 
Le probleme est que le schema ainsi defini n'est jamais lisse. En effet, pour 
compactifier chaque {R,n)-pointe C qui est au-dessus de la R-pointe correspondant 
a b on utilise le meme eventail S''. Or, si bW ^ no (n G Z), S'' ne peut pas 
etre un eventail lisse pour (cb'^)*^ et {cbb')*^ simultanement. 

Proprietes des compactifications toroidales. Dans la suite, pour alleger les 
notations, nous ecrirons M a la place de Ms, en gardant en tete la dependance 
du systeme d'eventails E. 

CoroUaire 7.4. Localement pour la topologie etale sur Spec(Z[|;j^]), j : M ^ 

M est isomorphe a Sc ^ Sa pour un certain couple C, cr G S''. 
En particulier, pour tout cone a €Yf \{0}, et tout corps algebriquement clos k de 
caracteristique p ne divisant pas N(n), I'ensemble des k-points de la strate M(cr) de 
M s'identifie a celui des k-points de la strate fermee S{a) de I'immersion torique 
affine S ^ S^- 

Ceci resulte du fait que 0^ opere librement sur I'ensemble des stratcs non- 
ouvertes de Sq ^ S'^c, et done localement pour la topologie etale S^c/o^ (et 

done M^) est isomorphe a S^, pour un certain a gT,^. 

CoroUaire 7.5. Quitte a raffiner I'eventail S, on obtient un schema M qui est 
lisse au-dessus de Spec(Z[^]). 



21 



Proposition 7.6. II existe un unique schema en groupes semi-abelien / : © ^ 
qui prolonge la VAHB universelle f : A ^ . Ce schema en groupes est 
muni d'une action de o et c'est un tore au-dessus de M'^\M^ . 

Demonstration : L'unicite est montree dans un cadre beaucoup plus general 
dans le chapitre I du livre de Chai et Faltings [7]. Pour I'existence on considere le 
diagramme suivant : 



Ml 



I 
I 
I 

y 



Ml 



Theoreme 7.7. Le S\)ec{'L[^^^])- schema M est propre. 

Demonstration : L'idee, comme dans [11], est d'appliquer le critere valuatif de 
proprete tel qu'il est enonce dans [3] (voir Theoreme 4.19 et le commentaire qui 
suit). II suffit de verifier la proprete de M^. 

Soit V un anncau dc valuation discrete de corps de fractions K. Commc est 
ouvert et dense dans M^, il suffit de verifier que tout morphismc g'^ : Spcc(i^) —> 
M^, s'etend en un morphisme g : Spec(\^) —> M^. Supposons que g''^ nc s'ctend 
pas deja en un morphisme g : Spec(y) M^. La VAHB A/K donnee par /° est 
done a mauvaise reduction (voir Dcligne-Pappas [4]). Quittc a remplaccr K par 
une extension finie et V par sa normalisation, on pcut supposcr que A/K est a 
mauvaise reduction semi-stable. Nous sommes alors en mesurc d'appliquer a A/K 
la theorie dc geometric rigidc dc Raynaud, qui nous fournit (voir la partic 6) : 

— deux ideaux a et b, tcls que ^^ig = (Gm '8'a*)rig/farig et c = Sym„(A, A') = 
ab~^ (ceci definit une i?-pointe). 

— une suite exactc (a/na)(l) A[n] n^^b/b 0. La /in-structurc 
de niveau (o/n)(l) ^ A[n] definit alors une (i?, n)-composante C au-dessus de la 
i?-pointe definie precedemment (a laquelle on peut associer un ideal b' D b) et une 
racine de I'unite Cc d'ordre I'cxposant du groupe b'/b. 

— un element ^* G (ab)!j_ (bien defini modulo Taction de o^), venant de la 
forme bilineaire o-equivariante (,) : a x b ^ Val(K) = Z {a, (3) val(X"(/3)). 

Un translate de ^* par le groupe ^ appartient a un certain cone erf G 
parmi les cones choisis dans la demonstration du theoreme. Le morphisme se 
factorise alors par la carte locale S^c x Spec(Z[jj^, Cc]) — * Le morphisme 

compose g : Spec(F) — > S^c x Spec(Z[j|^, Cc]) — * etend le morphisme 5°. □ 
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8. Formes de Hilbert et compact ificat ion 
minimale arithmetiques. 

Nous Savons qu'une forme modulaire de Hilbert classique (sur C) est unique- 
ment determinee par son q'-developpement en une pointe C, que la condition 
d'holomorphie a I'infinie est automatiquement satisfaite si di? > 1 (Principe de 
Koecher) et qu'il n'y a pas do scries d'Eisenstein en poids non-parallele. 

Le but de cette partie est de decrire, en suivant [11], les proprietes du q- 
developpement d'une forme de Hilbert arithmetique. C'est le point de depart 
de la construction de la compactification minimale arithmetique de M (voir [2]). 

Formes modulaires de Hilbert arithmetiques. Pour la definition de I'espace 
des formes modulaires de Hilbert, nous suivons le paragraphe 6.8 de [11], redige 
par P. Dclignc. Considcrons Ic schema cn groupcs Ti = Rcs^ Gm sur Z, dont la 
fibre gcncriquo est Ic tore Rcsq Gm dc groupcs de caracteres Z[Ji?], oii Jp designe 
I'ensemble dcs plongements de F dans M. On suppose dans cette partie que dp > 1- 

Par definition de la VAHB universcUe, le faisceau o^/mi = f*^A/M^ 
o-fibre invcrsiblc sur x Spcc(Z[-^]). 

Soit K G '^[Jp] = ^C^i) un poids et soit F" un corps de nombres, contenant 
les valeurs du caractere k : F^ . On pent prendre, par exemple, F" = Q et 

poids parallele, ou bien F" = F^**' ct poids quelconque. 

Soit o" I'anneau des entiers de F" . Le morphisme de groupes algebriques 
K : Rcsq Gm — > ResQ Gm, se prolonge en un morphisme Res^Gm — > Res^ Gm, 
qui cquivaut (par la formulc d'adjonction) a un morphisme de groupes algebriques 
sur o", Res^Gm x Spcc(o") Gm x Spec(o"), note encore k. 

A I'aide de k, on pent decouper dans a; un fibre inversible sur x Spec(o"[-2-]), 
note u"-. Soit o' I'anneau des entiers de F' = F"(e^/^, e e o^_,_). Alors to"- descend 
en un fibre inversible sur M x Spec(o'[-^]), note encore u/' (voir la partie 4 de [6] 
pour une presentation plus detaillee). 

Pour tout Z[-^]-schema Y, on pose Y' = Y Xspec{i.[^]) Spec(o'[^]). 

Definition 8.1. Soit R une o'[^]-algebre. 

Une forme modulaire de Hilbert arithmetique de poids k, de niveau T et a coef- 
ficients dans R. est une section globale de u/^ sur M 'Xspcc(i,[-^]) Spec(i?). On note 
G^(c,n;i?)s°°'" :=H0(M ^Spec(z[-i]) ^P6c(i?), w'^) I'espace de ces formes modulaire 
de Hilbert. 

Remarque 8.2. 1) Le faisceau uj^ (t = X^^gj^T^ n'est autre que le faisceau 
A'^^u = det{ui) sur M, et u/'* - sa puissance k-ieme. Les formes modulaires de 
Hilbert de poids parallele k>l, s'ecrivent done Gfet(c, n)e«'°'° = H"(A/, (A'*^a;)®'=). 
2) Si F' D i^gai^ I'action de o permet de decomposer lj = o (S) Om' en somme 
directe de fibres inversibles ojj' sur M' , indexes par les differents plongements r de 
F dans F^^\ SiK = Y. Kt, on a at = 0^(0;^)®'=- . 
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Soit / : © ^ Ml le schema semi-abelien au-dessus d'une compactification 
toroidale de M^, comme dans la partie precedente. Le faisceau uJ^^j^ '■ — 

e*fl^^^—, ou e : — > (5 designe la section unite, prolonge le faisceau u^^^j^i . En 
outre Wgj^^jgr coincide avec le faisceau (/*^0/]jjT)* 6-invariants de /^f2^^— . 

En passant aux cartes formelles, on volt comme dans [11], qu'au-dessus de 

le faisceau oj^g^jjr est un o-fibre inversible. Le fibre iv^g^jji descend en un o-fibre 

inversible sur m', note u (voir la partie 7 de [6]). Pour tout k G "^[Jf], on peut 
ainsi prolonger le fibre inversible o/' en un fibre inversible sur M , note encore u/^. 

D'aprcs la partie 2 pour toute {R, n)-composante uniformisee C, tout cone a G 
S'^ et pour toute o'[^, Cc]-algcbre R on a w|sa xSpec(fl) - (a «> Os^ xSpcc(i?.))> d'ou 

w'^ls^^xSpecW - (a^Os^^ ®i?)-'= = (a®o'[^])-'= {o ® Os^^ ® R^ (5) 

Par consequent R'^HS^c x Spcc{R)) / , u/") = a^*^) Rc'^^R), ou a^"") = 

(a(g) o'f-g-])"'^ est un o'[^]-module inversible et 

[cex+u{o} J 

Notons que ^it^* ^ est un clement de fa'b ^0"^, bien defini modulo 0^^, et done 

nTiF/'Q{£,u£,u^c) e Z/nZ (on rappelle que nZ = Zr\bb'~^ et n = ord(Cc))- 

On a R^c 'i^} = ^°{S^c x Spec(i?), (o (g) Os^^ ® i?)"'^)''^^ . 

Le diagramme suivant montre comment I'anneau i?^'*^ (i?) se situe par rapport 
aux differents anneaux deja consideres dans la partie 2 : 

-Rb^]«ex+u{0}*^ ^ i?^ ® i? = R[q^]^exnd- 



Rlr\Rf > R[[<l%ex+u{0}^ ^ K^R 

Principe de Koecher. 

Theoreme 8.3. (Principe de Koecher [11] 4.9) Soit M une compactification toroidale 
de M. Alors 

H°(M X Spec(i?), w'^) = H°(M X Spec(i?), w'*) 

Demonstration : Le probleme est local et il suffit de le verifier apres completion, 

le long d'une (i?, n)-composante C. 

D'apres la trivialisation (5) du fibre inversible 0^^, il s'agit de voir que les 
sections globales meromorphes du faisceau (o ^s^^ ® sur S^c x Spec(J?), 

qui sont o^-invariantes, appartiennent a R^\r). 
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Soit / = J2i^x e H;^e,((S'^c X Spec(i?))/o^ , (o O O^a^ O i?)"") une telle 
section. Supposons que a^^ ^ avec non-totalement positif. II existe done 
^0 G -'^R+ avec Tri?/Q(^o?o) strictement negatif. Commc dp > 1, on pent choisir 
des unites u G ^ de maniere a rendre la quantite T^yp/qiu^^oQ) arbitrairement 
proche de — oo. Soit a un cone polyedral de E'' contenant ^q- Pai^ definition de S^, 
on voit que / n'est pas meromorphe sur S^. Contradiction. Done / e R^\r). □ 

g-developpement. Le paragraphe precedent montre que Ton pent associer a une 
{R, n)-composante uniformisee C et a une forme modulaire de Hilbert / de poids 
K, niveau T, et a coefficients dans une o'[-^, Cc]-algebre R, un element : 

Definition 8.4. L'elem,ent fc est appele le q-developpement de la forme f en la 
{R,n)-composante uniformisee C. On note eve,K I'application f fc- 

Le principe du g-developpement s'enonce alors : 

Proposition 8.5. Soient k un poids, C une {R,n)- compos ante uniformisee et R 
une o'[^,(c]-0'l9ebre (contenant les valeurs de k). Alors 

(i) I'application e\c,K est injective, 

(ii) pour toute R-algehre R' et f e GK,{c,n; R'), si evc,K(/) S a^'^^ '^o'l^] R^c\^)' 
alors f g Gk(c, n; R), 

(iii) s'il existe f € GK,{c,n;R) tel que le terme constant de ewc,K{f) ne soit pas 
nul, alors e'^/^u'^ — 1 est un diviseur de zero dans R, pour tout {u, e) G . 

Le cas de I'anneau nul R = redonne une formulation classique du principe. 
Pour demonstration du (i) et du (ii) voir la partie 7 de [6]. Le (iii) est clair. □ 

Compactiflcation minimale. La compactification minimale est la contrepartie 
arithmctique de la compactification de Satake sur C. Contrairement au cas com- 
plcxc, dans Ic cas arithmctique, la construction de la compactification minimale 
utilise les compactifications toroidales. Void I'analogue en niveau F de I'enonce 
donne par C.-L. Chai dans [2]. 

Theoreme 8.6. 

(i) // existe ko € N* tel que le faisceau ^^j^x, soit engendre par ses sections 
globales sur M^. 

(ii) Le m.orphisme canoniquen : M^* := Proj;gj ^i ^®fe>oH'^(Af-'-,Cij^*^jy^i)^ 
est surjectif. Le Z[jq^]-sc/iema M^* est independant du choix de T, (on rappelle 
que Ml = M^). 

(iii) L'anneau gradue (Bk>o^'^{M^,LJ^^j^i) est de type fini surZlj^^] et M^* est 
un Z[^^T^]- schema projectif, normal, de type fini. Le groupe o^_,_/(o^_,_ fl o^^) du 
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revetement fini etale M agit sur M^* et le quotient est un Z[^^^^]-schema 

projectif, normal, de type fini M* , muni d'un morphisme surjectif w : M — > M* . 

(iv) it\m induit un isomorphisme sur un ouvert dense de M* , note encore M. 
M*\M est fini et etale sur ^[jj^] et en fait isomorphe a : 

U Spec(Z[j^,Cc]^-). 

(-R,n)— composantes/ ~ 

Les composantes connexes de M*\M sent appelees les pointes de M . Cependant 
celles-ci ne sont des points fermes que pour les {R, n) -composantes non-ramifiees. 

(v) L 'image reciproque 7r^^(C) de chaque pointe C de M , est une composante con- 
nexe de M\M . La completion formelle de M le long de I'image reciproque d'une 
composante Tr~^ (C) , est canoniquement isomorphe a (S'^c/c'c )^^P^'^(^ I n(SJ' Cc]'^'^)- 
En particulier, la completion formelle de M le long de I'image reciproque 7r~^(C) 
d'une {R,n)-composante non-ramifiee C , est canoniquement isomorphe a 

{S^c/{o^ X 0^+)) X Spec(Z[j^]). 

(vi) Pour tout K G "LIJf] le faisceau u/' s'etend en un faisceau inversible sur M* 
si et seulement si k est parallele. 

Demonstration : Nous suivons la mcthodc dc C.-L. Chai [2]. D'aprcs [9] 
Chap. IX Thm.2.1 (voir aussi [7] Chap.V Prop. 2.1), il existe > 1 tel que le 
faisceau inversible soit engendre par ses sections globales sur M^. Ceci 

nous fournit un morphisme 

MT ^ Proj^[^] (Sym- H^M^, J^/m^ )) • 

Soit B' la normalisation de Syin W (M^ , iJ'^/m) ^ans ® (KP^ , iJ'^/Mi) ■ 
Le morphisme associc tt : Proj^j.^] (-B') est birationncl, surjcctif ct sat- 

isfait 7r*C'(l) = Le Theoreme de Connexite de Zariski implique alors que 

les fibres de tt sont connexes. D'apres [7] Chap.V Prop. 2. 2, la partie abelienne 
est constante dans chaque fibre geometrique de tt, et par consequent les fibres 
geometriques de tt sont 

— soit des points geometriques de M^, 

— soit des composantes geometriques connexes de \ . 

Comme pour tout fc > 1, iT*0{k) = w^^^^i et ^i^^/jj^i est engendre par ses 
sections globales sur 'W , on obtient Yl^ [11^ , tJ'^/m ) = H°(Proj(B*), ©(fc)). Par 
consequent B* = ® II°(Mi, w i ) et c'cst une Z[^f7-^]-algcbrc de type fini. Or, 

fe>0 ' 

I'algebre ® W(W,lo!'},,,^) est enticrc sm ® H°(MT, w^/";' i ), engendree par les 
fc>0 ^' k>0 ■^1 

elements de degre plus petit que fco. II en resulte que ® H°(M^,a;^*,.,i) est de 

fe>0 ' 

type fini sur et que M^* := Vro]{®B^(m,u/X^j^,)) = Proj(B'). Par 
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le principe de Koecher, le schema M^* est independant du choix particulier de la 
compactification toroi'dale de M^. Le groupe o^_,_/(o^_,_ fl o^^) agit sur M^* 
et on definit M* comme le quotient. Notons qu'cn general M^* M* n'est pas 
etale, car les pointes peuvent avoir des stabilisateurs non-triviaux. 

On a done (i),(ii),(iii) et la premiere partie de (iv). Le calcul de la completion 
formelle de M, le long de I'image reciproque d'une composante connexe de M* \ M 
decoule du Theoreme des Fonctions Formelles de Grothendieck. 

Enfin, examinons a quelle condition w'l,-^ descend en un fibre inversible sur 

' ^ —©/Ml 

M^*. Comme (7r*a;^^.^)|Mi = iii.'X/M'^ codim(M^* \ M^) > 2, le faisceau 

TT^w'* , — - est coherent. II est inversible si ct sculement si uj'^ , — r peut etre triv- 

iahse sur S^c/o^ ^ x Spec(i?). D'apres (5) le pull-back de ttlgy-^ a S^c x Spec(i?) 
est canoniquement trivial et o^^ agit sur ce pull-back a travers k, d'ou (vi). □ 

Exemples de g-developpement en une pointe ramifiee. Nous nous pro- 
posons de dccrirc explicitement dans le cas particulier de I'exemple 3.4(ii)(iii) les 
anneaux R^'' (R) contenant les g-developpements des formes modulaires de Hilbert 
de poids k ct niveau T. Rappelons que o' designe les entiers d'un corps de nombres 
contenant les valeurs du caractere k. On suppose que dp = {!}• 



Plagons nous dans le cas (ii). Le bord M^* \M^ s'ecrit alors 



]J Spcc(^Z 

(i?,n)— comp. 
non-ramifics/~ 



1 



(i?,n)— comp. 
peu ramifies/^ 



II Spec(z [j^,Cp]) IISpccfz[j^,Cp 

(i?,n.)— comp. 
tres ramifies/ ~ 

— Si la pointe C est non-ramifiee, pour toute o'[^]-algebre on a 



/o 



— Si la pointe C est peu ramifiee, pour toute o'[-^, Cp]-algebre R, on a 



a^, Vtt G 0^ 



> . 



Si la pointe C est ties ramifiee, pour toute o'[4-, ^p2]-algebre R, on a 



> . 



En fait, d'apres la demonstration de la Prop.3.3(iv), on a ^* G p^O ^ et done 
Ttf/qC^'^C) S ^ (alors qu'a priori il appartient juste a Z!). On en deduit que 
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ce qui est compatible avec le fait que (p2 n'appartient pas au corps de definition 
de la pointe C, qui est Q(Cp2) (notons que — 1 e 0^/0^2)- 



Plagons nous dans le cas (iii). Le bord M'-* \ s'ecrit alors 
II Spec(z[j^]) ]J Spec (z \^,Cp 



(i?,n)— comp. 
non-ramifies/'^ 



(i?,n)— comp. 
ramifies/ 



— Si la pointe C est non-ramifiee, pour toute o'[^]-algebre R, on a 



Si la pointe C est ramifiee, pour toute o'[-^, ^p]-algebre i?, on a 



> . 



En fait, d'aprcs la demonstration de la Prop.3.3(iv), on a ^* e pD ^ et done 
Trir/Q(^u^*) e Z (alors qu'a priori il appartient juste a Z!). On en deduit que 



ce qui est compatible avec le fait que n'appartient pas au corps de definition de 
la pointe C, qui est Q(Cp)''2"/'''' (notons que —1 e o^/Op ). 
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